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К числу направлений исследований в аэроrидромеханике, которыми зани­
мался Г.Г.Тумашев, относится теория подводного крыла. В этой обпасти от­
метим два метода, связанные с именем Гумера Галеевича. Один из них осно­
ван на моделировании свободной поверхносm гидродинамическими особен­
ностями и построении ко:1tплексноrо потенциала течения в виде, точно удов­
летворяющем граничному условию на контуре. В разделах 1, 2 настоящей ра­
боты приведены результаты двух новых исследований, базирующихся на на­
званном методе. В разделе 3 представлен другой метод, который опирается на 
оригина.'lьную аппроксимацию граничного ус.1овия на свободной поверхно­
сти, также связанную с именем Г.Г .Тумашева . Каждый из указанных трех 
разделов работы является независимым, со своей нумерацией формул, рисун­
ков и литературных источников . 
1. Капиллярно-гравитационные волны 
при обтекании подводного контура 
Рассмотрим поток идеальной несжимаемой весомой жидкости плотно­
сти р, имеющий свободную поверхность, в котором находится круговой 
цилиндр С. Пусть ось ох совпадает с невозмущенным уровнем свободной 
поверхности и направлена навстречу потоку, ось оу направлена верти­
кально вверх и проходит через ценiр цилиндра - точку (0,-h). В системе 
координат, связанной с контуром, течение плоскопараллельное, устано­
вившееся, потенциальное . Скорость потока впереди на бесконечности рав­
на -U0 . 
Граничное условие на свободной поверхности получается с использо­
ванием интеrtJала Бернулли и заимствованного из физики закона Лапласа 
- а./ R = р - р0 , где р - давление в жидкости, р0 - постоянное атмосфер­
ное давление, R - радиус кривизны свободной поверхности, а а - козффи-
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циент поверхностного натяжения. В рамках теории волн малой амплитуды, 
следуя [ 1 ], при у=О можно получить 
Re[a.i d2W(z) - Ио2 dW(z) -iW(z)] =О, z = х+1у , (1) 
pg dz2 g dz 
где g - ускорение силы тяжести, W(z) = <p(x,y)+i\jl(x,y) - комплексный 
потенциал возмущенного течения. На контуре цилиндра С выполняется 
условие 
ImW(z)=U0y+\jlo, \Jlo =const. (2) 
Кроме граничных условий (1), (2) необходимо задать условие излучения 
волн. Как отмечено в [1], согласно практическим наблюдениям бо,1ее 
длинные волны, в образовании которых главную роль играет весомость, 
развиваются за телом, а более короткие волны, связанные по преимущест­
ву с капиллярностью, распостраняются вверх по течению. Оrметим также, 
что в противовес чисто капиллярным и чисто гравитационным во:~нам 
смешанные волны существуют только при числах Фруда Fr ~ Fr · , где Fr· 
- некоторое минимальное критическое значение, отличное от нуля. 
Для решения задачи применим метод, основанный на идее Г.Г. Тума­
шева моделирования свободной поверхности двойным слоем особенностей 
(диполей), который впервые был предложен в работе (2] . Будем отыски­
вать комплексный потенциал течения в виде 
W(z) = W0 (z) + V(z) + Ф(z), (3) 
где W0(z)=-U0a 2 1(z+ih)- комплексный потенциал возмущенного тече­
ния при обтекании кругового цилиндра безграничным потоком, 




- потенциал от распределенных особенностей вещественной 1шотности 
µ(х), 
1 "' Ф(z) = -. jF(z,t)µ(t)dt 
21tl _,,, 
дополнительный потенциал к V(z), в котором функция 
F(z,t) = а 2 l~t-ih)2 [z+ih-a2 !(t-ih)D построена на основании теоремы 
1з1 
Мили-Томсона об окружности [З] таким образом, что потенциал в форме 
(3) удовлетворяет на контуре условию (2). 
Плотности распределенных особенностей определяются из условия (1 ). 
Подставив комплексный потенциал (3) в (1), окончательно имеем 
"' µ(х) = а(х)+ fK(x,t)µ(t)dt, (4) 
2g [a.i(s1 -s2 ) И0а 2 _ _ xf _ U0a а(х) =-2- -Re ------. +E(s1)exp(s1x) exp(-s1t)--. dt-U0s0 pg x+1h _" t+1h 
-E(s2)exp(s2x) Jexp(-s2t) Ио~ dt], 
"' t+1h 
K(x,t) = -~+[ а.1у1 -s2\ +E(S1)exp(s1x) Jехр(-s1 Л.)Н(Л.,t)а'Л-тt1 U0 s0 pg x-c;(t) _,,, 
- E(s2 )exp(s2x) Jехр(-s2 Л.)Н(Л.,t)а'Л l. 
00 J 
2 2 -2 а _ . И О _ CJ.IS j 
Н(Л., t) = 2 , E(s1. ) = -1--s1 +- (} = 1,2), (Л.-c;(t)Xt-ih) g pg 
pUti( ) pV~i( ) / [ 4) s1 =-- l+s0 , s2 =-- l-s0 , s0 =vl-4a.g/1fJИo , 2а. 2а 
c;(t) = -ih + а 2 l(t- ih). 
Уравнение (4) несложно привести к безразмерному виду, выделив число 
Фруда Fr = U0 / ji;; и аналог числа Вебера Weg = а./~ра2 ). Запишем 
уравнение (4) в операторном виде 
µ(х) = а(х) + G[µ]. (5) 
00 
Решение уравнения (5) получается в виде ряда µ(х) = _Lµп(х) методом по-
п=О 
следовательных приближений µп(х) = G[µn-I ], где нулевым приближением 
служит µ0 (х) = cr(x). Выше было рассмотрено бесциркуляционное обтека­
ние. В общем случае комплексный потенциал течения можно представить в 
виде суммы бесuиркуляционного и чисто циркуляционного течений. По-
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тенциал чисто циркуляционного течения может быть записан также в форме 
(3), rде µ следует заменить на µr , а W0 - на 
w, () - гl z+ih-a
2 1(zг+ih) 
го z --. n ' 
27tl z -zг 
Г - значение циркуляции, zг - произвольно выбранная точка верхней по­
луплоскости. Для µг можно получить уравнение типа (5). Волновое со­
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На рис. 1 представлены расчеты коэффициента подъемной силы 
Cy=2Yl~UJa) и волнового сопротивления Cx=2Xl~uga) кругового 
цилиндра в зависимости от числа Фруда при Г =О. Сплошные кривые 1, 2 
на рис . 1 соответствуют обтеканию цилиндра с числами Вебера 
Weg = {1,855; 0,824} при h/ а= 3, что отвечает, к примеру, обтеканию ци-
линдров с радиусами а = 0,002 и а = 0,003 при коэффициенте поверхно­
стного натяжения а.= 0,0728 для границы вода-воздух при температуре 
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Т = 20° С . Штриховые кривые соответствуют учету только силы весомо­
сти при той же относительной глубине погружения. Значит, влияние силы 
поверхностного натяжения может быть значиrельным. Пример расчета 
формы свободной поверхности представлен в [4]. 
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Рассмотрим в системе координат, связанной с профилем С, имеющим 
толщину Ь и хорду длины /, установившийся поток идеальной несжимае­
мой весомой жидкости плотности р (рис . l ). Пусть ось ох совпадает с не­
возмущенным уровнем свободной поверхности Е и направлена навстречу 
потоку, а ось оу - вертикально вверх и проходит через середину хорды 
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профиля - точку (0,-h) . Скорость потока на бесконечности перед профи­
лем параллельна ох и равна -И. 
В предположении потенциальности течения задача сводится к опреде­
лению комплексного потенциала возмущенного течения 
W(z)=<p(x,y)+iljl(x,y), z=x+iy, удовлетворяющего следующим гранич-
ным условиям: 
-U(дср/ дх) + gri + ldW / dzl2 /2 =О, у= 11(х), 
- И11+\jl(x,11) =О , 
дlylдs=Ucos(n,x) на С; 
ldW / dz! :s; А (А= const), lim dW 1 dz =О, 
Х->СЮ 





Воспользуемся теорией возмущений, примененной для обтекания кры­
лового профиля в [1], и будем отыскивать рещение в виде 
со со со 
W(z)= .~:>~·(k)(z), 11(х)= L11(k)(x), И= Z:и(k), (5) 
k=I k=I k=O 
где для малого параметра Е = Ы h величины w(k)(z), 11(k)(x), u<kJ будут 
иметь порядок O(i::k). Используя разложение (1), (2) в ряд Тейлора по у 
вблизи оси х, а также представления (5), сгруппировав члены одинакового 
порядка малости по Е, найдем 
Reldw(k)ldz+ivw<k>(z)j=q(k)(x), v=g/u<0J2, k=l,2" " , (6) 
q(l) (х) =О, q<2> (х) = ( \jl~l) 2 + \j/~> 2 ) фи<0> )+ 11(1) (v\jl~) - \jl~ )- 2vu(IJ11(1), 
q(3)(x) = v( 11(2)'1'(1) +_!_ 11(1)2\jl(l) + 11(1)\j/(2))_ 11(2)\jl(l) _ _!_ 11(1)
2 \jl(I) _ 
у 2 )У у W2 YW 
-11(1)\jlw + ;О) (11<1)\jl~)\jl~ + 11(1)\jl~l)\jl~~ + \jl~)\jl~) + \jl~1)\jl~2) )-
U 
- 2u(2>v11<1> + u(I) (11< 1 >\jl~ -'1'~2 ) - v11<2J) и т. д . 
Граничное условие (3) можно представить в виде 
дlv(k) / дs = u<k-l) cos(n,x) на С 
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(7) 
Условие (4) будем считать выполняющимся для всех функций 
w<*> (z) = <p(k) (х, у)+ i\jl(k) (х, у). 
Для решения задачи применим метод, основанный на распределении 
двойного слоя особенностей по невозмущенному уровню свободной по­
верхности. Будем искать решение в виде суммы 
00 
W(z) = u<0> }:w<*>(z) + ywy(z), (8) 
k•I 
00 
где у= LY(k) - значение циркуляции. Функции u<0>w<*> (z) удовлетво­
k=I 
ряют условиям (6),(7) и (4). Многозначные функции wy(z) удовлетворяют 
условию (4) и условиям 
Retdwy(z)/dz+ivwy(z)j=O приу=О, 
д\vylдs=O на С, Лcwy(z)=l, 
где Лс - приращение wy (z) при обходе контура С. 
Согласно применяемому методу представим w<*>(z) в виде 
w(k) (z) = w~k) (z) + v<*> (z) + ф(k) (z)' (9) 
где w~>(z)=u<*-1>w~>(z)/u<0>, w~>(z) - потенциал обтекания контура 
безграничным потоком, 
1 00 µ<*>(t) 1 00 
v<*> (z)::: -. f --dt, Ф<*>(z) = -. f F(z,t)µ<*>(t)dt. 
27tl -оо z - t 27tl --00 
Функция F(z,t) строится в параметрической плоскости с; так, чтобы вы­
полнялось условие на контуре (7): 
F[f(c;)-ih,f( t)- ih) = [Н(с;, t) + G(c;, t))/ f'{t), G(c;, t) = l/['f2 (с; -1/1)), 
Н(с;, t) = [f(c;) - f( t)- /'( t){c; - t}] /{(с; - t}[/(c;)- f( •)]}. 
Здесь z = f(c;)- ih - конформное отображение внешности круга с0 : lc;J = 1 
на внешность профиля, причем /(оо) = оо, с; 0 = -1 соответствует задней 
кромке профиля z0 , i; = /-1 (t + ih) при t е Е. 
Для определенияµ (k)(x) подставим (9) в (6): 
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R{d~k) +ivv<k>+(~ +iv)o<k>(z)]=q<*>(x), z=x-i ·O, 
rде Щz) = w~*>(z)+Ф(k)(z). Применив специальный прием регуляризации 
(2], получим 
(k - z dQ(k)(v) 
V > (z) = Qщ (z) +о<*> (z)- 2exp(-ivz) Jexp(ivv) dv, (1 О) 
00 dv 
Q(k)(z)=~ jexp(-iv(z-t)]Ei[iv(z-t)}/">(t)dt. (11) 
1tl -оо 
Для сходимости интеграла ( 11 ), как показано в [ 1 ], необходимо, чтобы 
функции q<*>(x) не были осциллирующими при больших отрицательных 
значениях х, отсюда при k=2 имеем u0> = О, а при k=З 
u<2> = v2a<1>
2 
u<0> 12 , где а< 1 > - амплитуда волн в линейной теории .. 
Найдя действительную часть предела ( 1 О) при z -..+ х в параметрической 
плоскости, для µ (k) получим соотношения 
µ<*>(~)=a.<*>(~)+ImfL(~,t}/*>(-r)dt, k=l,2"", (12) 
т 
cr<*> (~) = 2 Re Q<*> (~) + u<k-l>cr<1> (~) / u<0> , 
cr0 >(~) = 2Re w~>(~)- 2exp[ivf(~)]f exp(-ivf(v)]-00-dv , { 
~ dw(I> } 
00 dv 
w~>(~) = f(~)-(K~ +К/~). К= /~(оо), 
L(~. t) = ~{ Н(<, t) + G(~. t)-
- 2exp[iv/(~)]lexp(- iv/(v)]· [H~(v, t} + G~(v, t)]a'v }· 
где ~ = f- 1(x+ih) - уравнение образа Т свободной поверхности в плос­
кости с;. Для нахождения циркуляционной части потенциала 
W(z)представим wy(z) в виде, аналогичном (9), заменив µ(k) на µУ . В 
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итоге для определения µУ получается уравнение типа (12) с тем же инте­
гральным ядром L(~, t) и 
cr=cr (~)=_!_Im{ln (~-l/i~r 1Л~!-Лc;r)) -у 7t (~ - с;у Iл ~) -л с;у) - 2ih] 
-2exp(ivf(~)Jfexp(-ivf(v)]·[ 1 _ + f'(v) 
00 v-1/c;y f(v)- f(c;1) 
rде с; 1 - точка вне области течения и с; 1 ie /(С 0 ) [2]. 






Значение циркуляции находится из постулата Жуковскоrо-Чаплыrина о 
конечности скорости на острой кромке профиля 
Y
(k) = 27tlm(-K+K/c;;)+u<0>ReJ(k)(c;0 ) f 
, ly(c;0 ) = 1(<;0 ,t)µ y(t)dt 
Re[(c; 0 -11~J-1 -(c; 0 -c;y}-1 -Jy(c; 0 )] т 
J(k)(<; 0 )= fJ(c; 0 ,t)µ(k)(t)dt,/(c; 0 ,t)=(c; 0 -t)-2 +('t{c; 0 -lH)]-2. (13) 
т 
Уравнение (12) можно записать в операторном виде 
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(14) 
При достаточном погружении h оператор В - сжимающий . Решение урав­
нения (14) получается методом последовательных приближений. Анало­
гично решается уравнение относительно µУ. Вычислив по формуле (13) 
значение циркуляции, можем определить комп.:Iексный потенциал течения 
и по формуле Чаплыгина найти волновое сопротивление и подъемную 
силу профиля. Возвышение свободной поверхности определяется по фор­
мулам 
ТJ(l) = _1_'11(1) (х О) 
U(O) , , 
11 (2) = _l_ [\j/<2) + 11(1)\jl(l) _ ио>11 (1)] U(O) У у=О' 
11(3) = :о) [Чl(З) + 11(2)'11~) + l'\(l)\j/~2) + ~11(1)2 -u(2)11(1) - и(1)11(2)] . 
и ~ 
Результаты расчетов коэффициента подъемной силы С У = 2У l~U2 l) в 
зависимости от числа Фруда Fr =И/ fii для профиля NACA-66mod пред­
ставлены на рис. 2. Штрих-пунктирные, штриховые и сплошные кривые на 
рисунках соответствуют теории возмущений первого, второго и третьего 
порядков. Для кривых 1: h/l=0,6, а= 1° (а - угол атаки); для кривых 2: 
h/l=0,6, а= 3°; для кривых 3: h//=0,4, а= 1°. Оrметим, что различие ре­
зультатов по теории первого - третьего порядков относится к диапазону 
чисел Фруда в области максимальных значений С» и возрастает с 
уменьшением глубины погружения и увеличением угла атаки. Пример 
расчета формы свободной поверхности при h//=0,4; а= 1° и Fr=0,611 пред­
ставлен на рис. 1. 
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3. Аппроксимация Киселева-Тумашева 
граничного условия на свободной поверхности 
Применяемые методы решения задач теории подводного крыла обычно 
связаны с переносом граничных условий на невозмущенный уровень сво­
бодной поверхности и непригодны для исследования течений при больших 
числах Фруда, когда деформация свободной поверхности может быть 
~lafЖffiН±FR 
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_}1111111111111 
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Рис. 1 
весьма значительной. Г.Г.Тумашев [1] и О.М.Киселев [2] независимо 
предложили аппроксимацию граничного условия на свободной поверхно­
сти, основанную на единственном допущении о том, что модуль скорости 
V на свободной поверхности близок к своему значению V0 в невозму­
щенном потоке, т. е. процедура сноса граничных условий отсутствует. Это 
позволяет получать решения, переходящие в точные при Fr-.+ оо. 
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Исследование обтекания телесного контура на основе аппроксимации 
[1, 2] было начато в работе [3]. Однако использованные в [3] операции над 
медленно сходящимися рядами существенно снижали эффективность ме­
тода, ограничивая область его применения профилями, близкими к круrу и 
достаточно удаленными от свободной поверхности. В работе [4] предло­
жен усовершенствованный метод. Удалось рассмотреть малопогруженный 
круговой цилиндр, а также некруговой профиль. Пример расчета формы 
свободной поверхности и положения малопоrруженного кругового цилин­
дра представлен на рис. 1, где у R = Г /V0R = 1 (Г -значение циркуляции, R 
- радиус цилиндра), Н R == Н 1 R = 0,35 (Н - расстояние от разветвляющей­
ся на контуре линии тока до свободной поверхности при х = -сх:1 ). Поло­
жение точек разветвления и схода потока отмечено с помощью соответст­
вующих радиусов . Варианты а, б, в, г соответствуют числам Фруда 
FrR =V0
2 1gR=5, 10, 102 , 104 • 
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